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Zur Theorie des Tunneleffekts eines Teilchens im Doppelminimumpotential
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Es wurde die Bewegung eines Teilchens untersucht, das sich in einem Doppelminimumpotential
bewegt und durch Tunneleffekt von einer zur andern Mulde gelangen kann. Die Verweilzeiten des
Teilchens in den Potentialmulden (a) und (b) wurden fir symmetrische und unsymmetrische
Doppelminimumpotentiale berechnet.

Zunichst wurden die Eigenlosungen eines Systems untersucht, bei dem ein Ubergang des
Teilchens zwischen den Mulden unmoglich ist. Dieses entkoppelte System 1d8t sich durch einen
Hamilton-Operator s#° beschreiben, der sich vom Hamilton-Operator # des Doppelminimum-
problems durch eine Teilchensperre T im Maximum der Potentialbarriere unterscheidet. S#0 setzt
sich aus zwei kommutierenden Operatoren 5#°() und s#(P) zusammen, deren Eigenfunktionen
jeweils nur iiber einen der Bereiche (a) oder (b) nichtverschwindende Amplituden aufweisen. Ein
Eigenzustand von 0 beschreibt somit ein Teilchen, das mit Sicherheit in einer der Mulden an-
zutreffen ist. Das gilt ebenso fiir eine beliebige statistische Mischung der Eigenzustéinde von 5#(2)
oder (). Damit kann fiir eine Gesamtheit von Ny Teilchen eine Anfangsbedingung formuliert
werden, nach der zu einer bestimmten Zeit fp simtliche Teilchen z.B. in der Mulde (a) lokalisiert
sind. Die zeitliche Anderung der statistischen Mischung wird nicht durch den Hamilton-Qperator
A0, sondern durch 5# bestimmt. Damit nimmt bei Anwendung des s#-abhingigen, unitidren
Operators U (t, to) auf den statistischen Anfangszustand die Wahrscheinlichkeit W()(¢), ein
Teilchen fiir ¢ > to in der Mulde (b) zu finden, einen endlichen Wert an. Die Zeit ¢, nach der
W®)(t) erstmal seinen zeitlichen Mittelwert W(P) annimmt, ist dann charakteristisch fiir die Teil-
chenbewegung zwischen den Mulden. Die wahrscheinliche Verweilzeit 7(2) eines Teilchens in der
Mulde (a) ist dann ndherungsweise zu (@) = t’/W (®) gegeben. Die Beziehung stimmt im Falle eines
symmetrischen Doppelminimumpotentials mit fritheren Rechnungen iiberein. Im Falle unsym-
metrischer Potentiale ist sie zur Bestimmung von Verweilzeiten besser geeignet als die quasi-
klassische Methode.

Die Bewegung eines Teilchens in einem Doppel-
minimumpotential (s. Abb. 1) ist fir eine Reihe
physikalischer und chemischer Probleme von Be-
deutung. Bei vielen Prozessen wird die Geschwindig-
keit, mit der sich ein Teilchen von einer zur andern
Mulde eines Doppelminimumpotentials bewegt, vor-
wiegend durch den Tunneleffekt bestimmt. Das gilt
unter anderem fir die Inversion des Ammoniak-
molekiils!, fir die Bewegung von Protonen im Dop-
pelminimumpotential von Wasserstoff briickenbin-
dungen 2-7 sowie fiir Protoneniibertragungen bei be-
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Bei allen diesen Systemen stellt sich die Frage,
wie lange ein Teilchen definierter Energie im Mittel
in einer Mulde verweilt, bevor es ohne Energie-
zufuhr in die andere Mulde tunnelt. Wir nennen
diese Zeit die Verweilzeit 7 in der Mulde.

Eine Reihe von Autoren hat versucht, die Ver-
weilzeit mit Hilfe quasiklassischer Methoden abzu-
schatzen7,14-16, Sje gingen dabei von der Voraus-
setzung aus, dal} sich das Teilchen innerhalb der
Mulde klassisch verhilt, also etwa im eindimen-
sionalen Fall Oszillationen zwischen den klassischen
Umkehrpunkten mit einer Frequenz » ausfiihrt. » ist
im allgemeinen eine Funktion der Energie. Anschau-
lich gesehen trifft das Teilchen »-mal pro Zeiteinheit
gegen die Barriere. Kennt man nun den DurchlaB3-
koeffizienten D der Barriere, dann 1i8t sich aus »
und D die Tunnelrate g=vD ermitteln. g ist die
Wabhrscheinlichkeit pro Zeiteinheit, mit der das Teil-
chen aus der Mulde tunnelt. Die Verweilzeit 7 ergibt
sich zu

t=1/g=1/vD. (1)

Das skizzierte quasiklassische Verfahren erscheint
einleuchtend und wurde vielfach verwendet. Es
fithrt jedoch bei der Bestimmung der Verweilzeiten
eines Teilchens in den Mulden eines Doppelmini-
mumpotentials zu falschen Ergebnissen, wie friither
von uns am Beispiel eines symmetrischen Doppel-
minimumpotentials gezeigt wurde 4.

Nach einem andern Verfahren konnen die Verweil-
zeiten eines Teilchens in den Mulden eines symmetri-
schen Doppelminimumpotentials aus der Energie-
differenz A E zwischen benachbarten geraden und un-
geraden Zustdnden bestimmt werden. Auf Grund ein-
facher quantenmechanischer Uberlegungen417-19
gilt

T="h/24E). (2)
Leider 148t sich die Methode nicht ohne weiteres
auf unsymmetrische Doppelminimumpotentiale aus-
dehnen. Gerade diese sind aber von besonderem
Interesse, da sie in der Natur hdufig vorkommen.

Im folgenden soll ein Formalismus entwickelt
werden, der es gestattet, sowohl bei symmetrischen
als auch bei unsymmetrischen Doppelminimum-
potentialen die Verweilzeiten 7 des Teilchens in den
Mulden zu bestimmen.

14 B. E. Convay, J. O’M. Bockris u. H. LinToN, J. Chem.
Phys. 24, 834 [1965].

15 D. P. BELL, Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 139, 466
[1933].

16 1. WEerss, J. Chem. Phys. 41, 1120 [1964].

1. Formulierung des Anfangswertproblems

Ein Teilchen 1iBt sich quantenmechanisch be-
kanntlich durch eine Wellenfunktion bzw. ein Wel-
lenpaket @ (r,t) beschreiben. Die Bewegung eines
solchen Pakets in einem Potential V(r) wird durch
den Hamilton-Operator

72

bestimmt. @ (r, {) mull der zeitabhingigen Wellen-
gleichung

in2

S P )y =HD(r,1) 4)

geniigen. Ist @ (r, t) zu einer bestimmten Zeit t =ty
bekannt, so laBt sich das Verhalten des Systems
durch GI. (4) fur alle Zeiten ¢ > ¢, bestimmen. Die
Wahrscheinlichkeit dW, das durch @(r,t) repra-
sentierte Teilchen zur Zeit ¢; in einem differentiellen
Bereich dr um den Punkt r anzutreffen, ist durch

AW = @*(r, t;) D(r, t;)dr 5)
gegeben.

Nehmen wir an, dall @ (r, ) zur Zeit ¢t = o nur
im Ortsbereich (a) von Null verschieden sei, so wer-
den wir das Teilchen zu dieser Zeit mit Sicherheit
in diesem Bereich antreffen. Die Wahrscheinlichkeit
W (t1), das Teilchen zu einer spéateren Zeit ¢; in
einem zweiten Ortsbereich (b) vorzufinden, ist dann
durch Gl. (4) und (5) eindeutig bestimmt. Wenn (a)
und (b) durch eine Potentialbarriere voneinander
getrennt sind und die Gesamtenergie £ = E[®] des
Teilchens kleiner ist als die Hohe Viax des Poten-
tialwalls, gibt W (¢;) die Wahrscheinlichkeit an, mit
der das Teilchen im Zeitintervall {; — £ von (a) nach
(b) getunnelt ist.

Aus den Gln. (4) und (5) ist zu ersehen, dall W (¢;)
sowohl von J# als auch von der speziellen Wahl des
Wellenpakets zur Zeit ¢ =1ty abhéngt. Prinzipiell ist
die Wahl dieser ,,Anfangsbedingung‘‘ nur dadurch
eingeschriankt, da @ (r, t) quadratintegrierbar sein
muB. In der speziellen Anwendung empfiehlt es sich
jedoch, nur solche Initialfunktionen zu verwenden,
die einer verniinftigen physikalischen Ausgangs-
situation entsprechen. Ein freies Teilchen z.B., das
auf eine Potentialbarriere trifft, wird meist durch

17 H. EyriNg, J. WaLTEr u. G. E. KiMBALL, Quantum
Chemistry, John Wiley and Sons, New York-London
1954, S. 310.

18 G. W. WHELAND, Resonance in Organic Chemistry,
John Wiley and Sons, New York-London 1955, S. 611.

19 P. O. LowpiN, Rev. Mod. Phys. 35, 724 [1963].
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eine GauB-Funktion dargestellt20-22, Beim radio-
aktiven Zerfall wird ein «-Teilchen, das sich in der
effektiven Potentialmulde des Kerns zur Zeit t =tq
aufhalt, durch eine Einmuldenfunktion beschrieben,
die auBerhalb des Kernbereichs verschwindet23. Im
folgenden soll gezeigt werden, daf3 auch fiir die Be-
wegung eines Teilchens in einem Doppelminimum-
potential geeignete Anfangsbedingungen gewihlt
werden konnen, die es ermoglichen, Aussagen iiber
die Verweilzeit 7 in den beiden Mulden zu machen.

Die Eigenwerte des Hamilton-Operators 5#, der
zum Doppelminimumproblem gehort, seien diskret
und nicht entartet. Die Losungen |@n,) der Eigen-
wertgleichung

XI <Pm> — 8m|(Pm> (6)

mogen eine vollstandige Hilbert-Raumbasis bilden,
d.h. der Orthonormalitatsbedingung

<(Pm I ‘}7n> = Omn (7)
und der Vollstindigkeitsrelation

> [ om> pm| =1 (8)

m

geniigen. Die zeitliche Entwicklung des Systems
wird durch den unitdren Operator

U (t, to) = exp{— (i/h) H (t — to)} 9)

bestimmt.

Wird das betrachtete Teilchen zur Zeit ¢ = ¢,
durch einen der kets |<Pm> beschrieben, dann dndert
sich sein Zustand zeitlich nicht und es ist unmog-
lich, etwas iiber die Bewegung des Teilchens von
(a) nach (b) auszusagen. |@y) ist kein geeigneter
Initialzustand. Als Anfangszustdnde eignen sich
aber offenbar diejenigen, die das System annehmen
wiirden, wenn ein Teilcheniibergang zwischen den
Mulden nicht moglich wére. In dieser Darstellung
sind die Initialzustinde Eigenzusténde eines Hamil-
ton-Operators 9, der sich von 5# durch eine Teil-

chensperre 7' unterscheidet.
HO=H#+T. (10)

Die moglichen Initialzustinde ergeben sich dann als
stationdre Losungen der Eigenwertgleichung

f}f0|1pm>:Em|1Pm>~

Fiir den Fall der eindimensionalen Bewegung 1483t
sich 7 leicht konstruieren. Das Maximum Vp,x der

(11)

20 L. A. Mac CoLL, Phys. Rev. 40, 621 [1932].
2L L. JaNossy, Acta Phys. Acad. Hung. Sci. 2, 171 [1952].
22 T. E. HArRT™MAN, J. Appl. Phys. 33, 3427 [1962].

Potentialbarriere liege bei x = 0. Errichtet man an
dieser Stelle eine zuséitzliche Barriere 7' 4, die den
Teilcheniibergang zwischen den Mulden (a) und (b)
einschrinkt, dann zeigt der Hamilton-Operator

Hy=#4+T, (12)

nahezu das gewinschte Verhalten (s. Abb. 1). Um
den Verlauf des Potentials im Bereich der Mulden
moglichst wenig zu verdndern, setzen wir die Bar-
riere in der Form
h2

an, wobei A ein positiver Parameter und ¢ (x) die
Diracsche Deltafunktion ist. Wie man leicht zeigen
kann, verschwindet der DurchlaBkoeffizient D 4 der
Barriere T, fir ebene Materiewellen bei A gegen
unendlich (s. Anhang A). Die gesuchten Initial-
zustédnde |y lassen sich dann aus den Losungen
| ¥m(A)) der Eigenwertgleichung

H% | ym(A)) = Em(A)|ym(A)) (14)
durch den Grenziibergang
[pm> = }im [pm (A)> (15)

gewinnen. Wir konnen somit die Teilchensperre 7'
formal als Grenziibergang

T =1lim T,

A—>o0

(16)
darstellen.

Wie in Anhang B am Beispiel eines rechtwinkeli-
gen Doppelminimumpotentials gezeigt wird, kann
die Gesamtheit der Eigenzustinde von 70 in zwei
Gruppen eingeteilt werden, bei denen die Amplitu-
den Eigenfunktionen v, entweder iiber den Be-
reich (a) oder (b) verschwinden. Der Hilbert-Raum,
der durch die Basis der |y,,> aufgespannt wird, zer-
fallt somit in zwei einander fremde Unterriume
M @ und A ®, mit Zustéinden, deren Amplituden
jeweils im Bereich (a) oder (b) nichtverschwindende
Werte annehmen. Bezeichnet man mit P® bzw.
P®) diejenigen Projektionsoperatoren, die auf .# (@
bzw. .# ™ projizieren, dann gilt mit

P@ 4 PO — |
-+ ; } a7)

P@ P® — P®) P@ —(

23 D. I. BrocHINZW, Grundlagen der Quantenmechanik,
H. Deutsch, Frankfurt (Main) 1963, S. 389.
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fiir den Hamilton-Operator
HO = (P@ 4 P®)#0(P@ | Pb)
= P@ ;0 P@ 4 P®) ;0 P(b)
= #@ 4 F 0,

(18)

A0 zerfallt damit in die Summe der kommutieren-
den ,,Einmuldenoperatoren @ und # (0.

2. Die Zeitabhingigkeit der Bewegung eines
Teilchens im Doppelminimumpotential

Zur Untersuchung der Zeitabhingigkeit der Teil-
chenbewegung im Doppelminimumpotential gehen
wir zu einer Gesamtheit von N, gleichartigen, je-
doch voneinander unabhingigen Systemen iiber.
Wir betrachten das Problem vom Standpunkt der
Statistik und tragen damit der Tatsache Rechnung,
dal} unsere Kenntnisse iiber ein einzelnes Teilchen
unvollstindig sind. Wir konnen im allgemeinen nur
gewisse Wahrscheinlichkeiten p;, p2, ps, ... dafir
angeben, dafl der Zustand eines Teilchens durch
die kets |y1), |p2), |ws) ... dargestellt wird. Be-
findet sich die betrachtete Gesamtheit im Gleich-
gewicht, dann sind die p; stationar und wir konnen
keine Aussagen iiber den zeitlichen Bewegungsab-
lauf machen. Aus diesem Grunde betrachten wir

eine statistische Mischung, die moglichst weit vom
Gleichgewichtszustand entfernt ist, deren Entropie
thermodynamisch gesehen also ein Minimum hat.
Aus der Geschwindigkeit, mit der sich die Gesamt-
heit dem Gleichgewichtszustand néhert, lassen sich
dann Riickschlisse auf die Verweilzeit eines Teil-
chens in einer Potentialmulde ziehen.

Die oben eingefiihrte statistische Mischung laft
sich durch einen statistischen Operator

0 =2 |¥m> Pm{pm| mit > pm = Spur(e) =1 (19)

darstellen24. Ein relatives Entropieminimum kann
man offenbar erreichen, wenn man fordert, daf3 sich
zur Zeit ¢t =ty simtliche Teilchen entweder im Be-
reich der Mulde (a) oder (b) befinden. Damit wird
der Zustand der Gesamtheit entweder durch die
Eigenzustdnde von # (@ oder J#(b) beschrieben.
Wir beschrianken uns im folgenden darauf, die Ver-
weilzeit 7 in der Mulde (a) zu bestimmen. Fir die
Mulde (b) gilt Analoges.

Der statistische Operator p (@) (tp) hat fiir den Fall,
daB sich zur Zeit ¢ =, alle Teilchen in der Mulde (a)
aufhalten, die Form

0@ (to) = > @ |pm) Pm {Ym|

S@py,=1. (20)
m

Der Index (a) am Summationszeichen von Gl. (20) soll andeuten, dafl nur iber die Eigenzustinde von

A (a) zu summieren ist.

Die zeitliche Anderung von ¢® (ty) wird durch den unitdren Operator U (t, to) Gl. (9) bestimmt.

0@ (t) = e~ (ilR) H (t—to) 0@ (to) e~ (iR H (t—to)

(21)

Unter Beriicksichtigung der Gl. (6), (8) und (20) ergibt sich aus (21)

@) =2 > |gi> (2 @ {gi| pm) Ym| @s> pm M = E=1) (gy] |
i ] m

(22)

Die Wahrscheinlichkeit W () (t), ein Teilchen fir ¢ > ¢y in der Mulde (b) anzutreffen, ist gleich der Wahr-
scheinlichkeit, einen beliebigen Eigenzustand von £ ® vorzufinden; diese Wahrscheinlichkeit ist gleich
dem Erwartungswert des Projektionsoperators P®), der auf .# () projiziert.

W®) (1) = (PO = Spur (o (t) P®)
P® =5 ® |y (pal.
n

P®) ergibt sich dabei zu25

(23)
(24)

Die Summation in Gl. (24) ist nur iber Eigenzustinde von # (®) zu erstrecken. W (®)(¢) folgt schlieBlich

aus den Gleichungen (22) bis (24) zu
W) (t) = Z
i

i m n

24 A. MEssIiAH, Quantum Mechanics, Vol. I, North-Holland-
Publishing-Company, Amsterdam 1962, S. 331.

2. 2@ 20ya| @) {gi| ym> Ym| @1> {ps| pn) pm eI,

(25)

25 A. MEssi1aH, ibid., S. 262.
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Da GI. (25) die Zeitabhangigkeit der Teilchenbewegung im Doppelminimumpotential beschreibt, soll sie
im folgenden néher diskutiert werden. Zunéchst fithren wir folgende Abkiirzungen ein:

> @ SO (| @ @i | Ymd <Pm | @10 <@ | Yn) Pm = Wiz
m n

Wig=|2® 3O {yn| @) <pi| pm> <pm| 91> P3| ¥n)> Pm]| -

mit
m n

Damit wird aus Gl. (25)

W) (t) = Z
ij

Wif e(i/h)(é‘( —&5) (t—to) + 7 44y .

(26)

(27)

(28)

Da die Projektion von p@ (¢y) auf .# () verschwindet, ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion

W ®) (t5) erwartungsgemal

W®) (ty) = Z z Wij et =0.
i

Unter Beriicksichtigung der Phasenbeziehungen
lij = — Z.ji

nimmt Gl. (28) folgende Form an:

W) (t) = Z Wi + 22 Z Wij cos [-ei;i (t—to) + Aij ,

P j<i

(30)

(29)

und Iiii =0 (31)

(32)

Daraus ergibt sich der zeitliche Mittelwert W ® von W ®)(t) unter Beriicksichtigung von Gl. (29) zu

W(b):ZWﬁz_z
i

3. Bestimmung der mittleren Verweilzeit
eines Teilchens in den Mulden des
Doppelminimumpotentials

Die zeitlichen Mittelwerte der Wahrscheinlichkeit,
ein Teilchen in den Mulden (a) oder (b) anzutreffen,
sind nach Gl. (24) W@ und W ®) mit

Wa 4 o =1, (34)

Damit halten sich von der betrachteten statistischen
Mischung aus Ny Systemen im Mittel

N@ =NoyW@ und N® = NoW®» (35)

Teilchen in (a) und (b) auf. Die durch den statisti-
schen Operator o @ (¢) Gl. (22) beschriebene Gesamt-
heit von N, Teilchen verfugt zur Zeit ¢ =t tiber ein
relatives Maximum an Ordnung, das durch die Wahl
der Anfangsbedingung erzeugt wird. Aus diesem
Grunde ist W® (¢) die groBtmogliche Abweichung
von W ®). Die Wahrscheinlichkeitsfunktion W (®) (¢)
kann sich somit fiir ¢ >ty nur dem zeitlichen Mittel-
wert W ® nihern. Diejenige Zeit ¢, nach der W ®) ()
erstmals W () erreicht, ist offenbar ein MaB fiir die
Geschwindigkeit, mit der sich die Gesamtheit dem
Gleichgewichtszustand nahert. Von der betrachteten
statistischen Mischung aus N Systemen halten sich

Z Z Wij Ccos }-ij .
& Ji<i

(33)

demnach nach der Zeit ¢’ im Mittel N(® = Ny W ®
Teilchen in der Mulde (b) auf. Da sich zur Zeit t =t,
Teilchen nur in (a) befunden haben, (b) dagegen
leer war, kann fir kleine Zeiten der riicklaufige Teil-
chentransport von (b) nach (a) vernachlissigt wer-
den und

W® = N®/N, (36)

gibt ndherungsweise den Bruchteil der Teilchen an,
die in der Zeit ¢’ von (a) nach (b) gelangt sind. Da
sich im Muldenbereich (a) im zeitlichen Mittel V(@
Teilchen aufhalten, werden in der Zeit ¢ von (a)
nach (b) durchschnittlich AN, ,, = N@ ¥ ® Teil-
chen befordert. Bezogen auf die Zeiteinheit erhilt
man

ANa—sp

— N@ . W/
=5 Wt

(37)
oder beim Ubergang vom Differenzenquotienten
zum Differentialquotienten
gVa—ﬂ)
dt

=Na .- wm/, (38)
Die rechte Seite von Gl. (38) ist in dieser Naherung
konstant.

Diejenige Zeit 7@, in der N® Teilchen von (a)
nach (b) gelangt sind, ergibt sich durch Integration
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von Gl. (38) zu

7@ =¢|Wm, (39)

In dieser Zeit gelangt im Mittel jedes Teilchen ein-
mal von (a) nach (b). Wir nennen 7(@) die mittlere
Verweilzeit eines Teilchens in der Mulde (a) in be-
zug auf den statistischen Operator g @) (tp). Da der
riicklaufige Teilchentransport im Zeitintervall ¢’ ver-
nachlassigt wurde, stellt Gl. (39) eine obere Grenze
fiir die wahren Verweilzeiten dar.

4. Anwendung auf symmetrische und schwach
unsymmetrische Doppelminimumpotentiale

Um die oben gewonnenen Beziehungen anschau-
lich zu machen, wenden wir den Formalismus auf
die Bestimmung der Verweilzeiten eines Teilchens
in den Mulden eines symmetrischen oder schwach
unsymmetrischen Doppelminimumpotentials an.
Wir beschrénken uns dabei auf die eindimensionale
Bewegung. Der Potentialwall, der beide Mulden von-
einander trennt, moge sehr grof} sein, wahrend sich
die beiden Minima energetisch nur unwesentlich
unterscheiden sollen (s. Abbildung). In diesem Fall
lassen sich die Eigenfunktionen ¢; und ¢s zu den
untersten zwei Eigenwerten ¢; und &2 des Hamilton-
Operators J# naherungsweise durch eine Linear-

V(x) Velx)
(a) /\ (b) (b)
Eg Eb

1

VIV

@ %

A B

Abb. 1. A) Potential V(z) und Eigenfunktionen zu den

untersten Energiezustinden von 5#. B) Potential V°(z)

= V(z) + T und Eigenfunktionen zu den untersten
Energiezustidnden von 0 (schematisch).

kombination der Schwingungsgrundzustéinde y, von
@ und yp von # (®) darstellen.

Q1  C1YPa+ C2Yp, }

@2 A — C2%a+ C1Yb- #4)

Unter der Voraussetzung, dafl die beiden Projek-
tionsoperatoren

Py = I'(Pa><1l)al + I"Pb><’pb|
P12z = |pu)<g1| + 2> {2l

in erster Naherung gleich sind, folgt unter Beriick-
sichtigung der Normierungsbedingung

(41)

und (42)

a1 =1 43)
aus Gl. (40)
Ya A C1P1 — C2 P2,
Yo A C2 @1+ C1 2. (44)

Ist das System zur Zeit ¢ =ty durch den statistischen
Operator p®) (tg) = |pa) pa<ypa| Gl (20) mit p,=1
charakterisiert, dann ergibt sich nach Gl. (32) fir
to = 0 ndherungsweise

WO (t) = 212 co? (1 — cos [ﬁz—l—“ t]) (45)

k
und W® = 2¢;2¢92. (46)

Dabei wurde vorausgesetzt, dafl die vorkommenden
Wellenfunktionen reell sind. Die Zeit ¢', nach wel-
cher W ® (¢) erstmals gleich W (®) ist, ergibt sich als
Losung von

g2 —

cos [ 7
zu t'=hl4(e2 — €1).

t'] =0 47)

(48)

Die mittlere Verweilzeit 7(® wird damit nach den
Gln. (39), (46) und (48):
h

) SO SN—
T 8c12co? (82 — &1)

(49)
Fiir den Fall eines symmetrischen Doppelminimum-
potentials sind die Koeffizienten ¢; und ¢ aus Sym-
metriegrinden

c1=ca=1/)/2. (50)
Damit wird aus Gl. (49)
h
(@) — - 3
7@ Bieg— A" (51)

Diese Beziehung steht in Ubereinstimmung mit
Gl. (2), die bereits frither auf anderem Wege ge-
funden wurde. Bei schwach unsymmetrischen Dop-
pelminimumpotentialen ist Gl. (49) eine gute Ab-
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schatzung fir die obere Grenze der Verweilzeit des
Teilchens in einer der Mulden.

Der im vorstehenden beschriebene Formalismus
wurde auf die Bewegung von Protonen im Doppel-
minimumpotential von Wasserstoffbriickenbindun-
gen angewandt. Die Verweilzeiten der Teilchen, die
zwischen den Potentialmulden (a) und (b) tunneln
konnen, wurden in Abhéngigkeit von den Potential-
parametern bestimmt26. Die Resultate dieser Mo-
dellrechnungen sollen an anderer Stelle wieder-
gegeben werden.

Wir danken Herrn Prof. Dr. G. ScHEIBE, Herrn Prof. Dr.
W. Wip und Herrn Prof. Dr. P. O. LowpIN fiir viele an-
regende Diskussionen. — Der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft sind wir fiir eine Sachbeihilfe sehr zu Dank
verpflichtet.

Anhang A

Durchlafkoeffizient D 4 der Potentialbarriere T ,

Eine ebene Materiewelle der Amplitude 1, die von
negativen z-Werten kommt, moge auf die Potential-
barriere

Ty— 0o Ad() (A1)

17

treffen. Sie wird mit der Amplitude Ap durchgelas-
sen, mit AR reflektiert. Die Losung der Schrodinger-
Gleichung dieses Problems hat die Form
(p(a) (x) = etkz + Ag e~ikz
fir Bereich (a) (z < 0)
¢® (z) = Apeikz
fir Bereich (b) (x = 0)
mit k2 =2me/h2. ¢ ist Teilchenenergie. Die Ampli-
tuden Ag und Ap lassen sich aus den Randbedin-
gungen

(A2)

@ (0) = ¢®(0),

d d A3

Lam = L ewo =dgw )| @
bestimmen. Fiir Ap ergibt sich

Ap=1/1+4¢A/2k). (A4)

Der DurchlaBkoeffizient D 4 der beschriebenen Po-
tentialbarriere ist das Verhaltnis der Amplituden-
quadrate von durchgelassener zu einfallender Welle

D,=|Ap|2=1/(1 + (4/2k).  (A5)
Bei festgehaltenem £ wird fiir A gegen unendlich

die Barriere auch fiir quantenmechanische Teilchen
undurchléassig.

Anhang B

Teilchenbewegung im rechtwinkligen Doppelminimumpotential

Der Unterschied von 5 und 2#0 kann am einfachsten am Beispiel eines Teilchens der Masse m erlautert
werden, das sich in einem Potential V ,(x) bewegt, das abschnittsweise konstant ist und bei dem die

Potentialbarriere die Form 7', (s. Anhang A) hat.

oo fiir
0 fir
52

Vilx)= W/l-é(x) fir
Vo fur
oo fiir

Die Losungen der zugehorigen Schrodinger-Gleichung lassen sich bekanntlich in der Form

@@ (x) = Aye” 812 - By eth®  (Bereich (a)),
p® (x) = Ase~ %%  Byei*2* (Bereich (b))

Tt k2 = 2mefh2,

r<<a
a<x<0 (Bereich (a))
x=0 (B1)
0<ax=<b (Bereich (b))
x>b.
} (B2)
ko2 =2m (e — Vo)/h? (B3)

darstellen. ¢ ist die Gesamtenergie des Teilchens. Die Koeffizienten 41, A2, By, Bs lassen sich bis auf den
Normierungskoeffizienten N aus den Randbedingungen

g (@) = g®B) =0, ¢®(©0)=¢® (),

% g® (0) — d% P®(0) = A p® (0) (B4)

26 J. BRIcKMANN, Dissertation, Technische Hochschule, Miinchen 1967.



18 TUNNELEFFEKT EINES TEILCHENS IM DOPPELMINIMUMPOTENTIAL

und der Quantisierungsbedingung 26
A= kl ctgkla —kz Ctg kgb (B5)

1 —exp(2ikabd)
1 —exp(2tkia) °

1 — exp (27 k2 b)

zud =N 1 —exp(—2ikia)’

By=N

Ay = — Nexp(2ikeb), By=N. (B6)

bestimmen.
Durch die GIn. (B5) und (B6) sind die Eigenzustdnde von 5 vollstindig charakterisiert. Im Grenz-
fall A gegen unendlich geht 5# in S0 iiber.
Die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten des Teilchens W@ bzw. W (® im Bereich (a) oder (b) ergeben sich
zu:
0

W (@) :/'(p(a)*(x)q)(a)(x)dx: - 2a|NI2 1 —cos2ksb
a

1—cos2kia’

5 (B7)
W® = [g®*(z) p® ()dx = 2b| N |2.
0
Das Verhéltnis r, von W® zu W® wird damit
w@) | @ sin2ka b |
TA= WOy = |5 sin?hkya K (B8)

Fiihrt man den Grenziibergang fiir /A gegen unendlich durch, dann muf} nach Gl. (B5) entweder ctg (k1a)
oder ctg(kzb) gegen unendlich gehen. Das bedeutet aber, daB entweder |kja| oder |kqb| gleich nx
(n=1,2,3,4,...) wird. Daraus folgt

Too = lim7r, =
A—>o0

{0 fir |beb| =n=, (B9)

fir |kia|=n=.
Damit ist entweder W@ oder W (®) gleich Null und die Eigenfunktionen von s zerfallen in zwei Gruppen,

von denen jede nur solche Funktionen enthélt, die genau in einem der Bereiche (a) oder (b) nichtver-
schwindende Amplituden haben.



